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Introducao a Modelagem Estatistica

Problema de Analise de Regressao: estabelecer e determinar
uma funcdo que descreva a relacdo entre uma variavel, chamada de
variavel resposta e denotada por Y, e um conjunto de variaveis
observaveis, chamadas de variaveis preditoras, explicativas ou
covariaveis e denotadas por Xi, Xp, ..., Xp.

Uma vez estabelecida e determinada a relacdo funcional entre a
variavel resposta e as covaridveis, a Analise de Regressao pode
explorar esta relacdo para obter informacGes sobre Y a partir do
conhecimento de X1, Xo,...,X,. Os modelos de regressao podem,
entdo, serem usados para predicdo, estimacdo, testes de hipdtese e
para modelar relacGes casuais.
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Introducao a Modelagem Estatistica

Exemplo 1. Usar a informacdes sobre a altura, o sexo e a raca (e
muitas outras mais) de uma pessoa para prever o peso da pessoa.
No cendrio mais simples, estudamos como uma variavel especifica
de interesse é afetada por uma (nica varidvel. Por exemplo, usar a
altura de uma pessoa para prever o seu peso.

Para dados experimentais ou de pesquisa, os modelos matematicos,
onde as relacGes entre entradas e saidas sdo puramente
deterministica, ndo sdo adequados. Isso porque, quando a relacdo é
deterministica, a equacdo do modelo descreve exatamente a relacido
das varidveis. Assim, para dados experimentais ou de pesquisa,
estamos interessados em estabelecer modelos estatisticos, nos quais
a relacdo entre as variaveis n3o é perfeita. Por exemplo, se
considerarmos as variaveis altura e peso, entdo a medida que a
altura aumenta, espera-se que o peso também aumente, mas nao
perfeitamente.



Regressao Linear Simples

Problema de regressao linear simples: estabelecer e determinar
uma funcdo linear que descreva a relacdo entre uma variavel,
chamada de varidvel resposta ou dependente e denotada por Y, e
uma variavel chamada de varidvel preditora ou explicativa e
denotada por X.

Quando consideramos um modelo de regressao linear simples,
queremos ver o que acontece com a variavel resposta quando o valor
da variavel preditora se modifica. Se o valor da varidvel preditora
aumentar, a resposta tende a aumentar, diminuir ou permanecer
constante?



Regressao Linear Simples

Por exemplo, podemos ter interesse em investigar a relagdo (linear?)
entre: alturas e pesos; médias de notas do ensino médio e médias de
notas da faculdade; velocidade e quilometragem; temperatura
exterior e taxa de evaporacdo.

Lembre-se que a equacdo de uma reta tem a seguinte forma:
y=a-x+b,

onde a é a inclinacdo da reta e b é o intercepto com o eixo y.

Dados dois pontos numa reta, (x1,y1) e (x2,y2), a inclinagdo é
calculada por

__Y2—y1 _ mudancaem y

Xxp —x1  mudanca em x



Regressao Linear Simples

A inclinacdo de uma reta nos diz muito sobre a relac3o linear entre
duas variaveis.

Se a inclinacdo é positiva, entdo ha uma relacdo linear diretamente
proporcional, isto é, a medida que uma aumenta, a outra aumenta.

Se a inclinagcdo é negativa, entdo hd uma relacdo linear
inversamente proporcional, ou seja, a medida que uma aumenta a
outra variavel diminui.

Se a inclinagdo é zero, a medida que uma aumenta (ou diminui), a
outra permanece constante.



Regressao Linear Simples

Em modelagem estatistica, quando procuramos relacées lineares
entre duas variaveis, € muito pouco provavel que as coordenadas
fornecam exatamente uma linha reta: havera algum erro. E esta
tudo bem!

Porém, antes de pensar em utilizar um modelo de regressao linear
simples para representar e explicar a relacdo entre duas variaveis,
devemos examinar os dados para verificar se faz sentido considerar
uma relacao linear entre essas duas variaveis. Fazemos isso com um
grafico de dispersdo e o coeficiente de correlacdo linear.



Regressao Linear Simples
Grafico de dispersao:

Um grafico de dispersdo é uma representac3do grafica de duas
varidveis quantitativas onde a varidvel explicativa est4 no eixo x e a
variavel resposta esta no eixo y e cada par de valores (x,y) é
representado por um ponto. Ao analisar um grafico de dispersao,
buscamos responder as seguintes questdes:

Qual é a direcdo da relacdo?

A relacdo é linear ou n3o linear?

A relacdo é fraca, moderada ou forte?
Existem valores atipicos ou extremos?

Descrevemos a direcdo da relacdo entre as varidveis como positiva
ou negativa. Uma relacdo positiva indica que a medida que o valor
da variavel explicativa aumenta, o valor da varidvel resposta tende a
aumentar. Uma relacdo negativa indica que a medida que o valor da
variavel explicativa aumenta, o valor da varidvel resposta tende a
diminuir.



Regressao Linear Simples

Leitura de arquivos no formato x1sx ou x1s:

® Pacote: readxl do tidyverse (instale com o comando
install.packages ('readxl'))
® Parémetros das funcdes read_x1s (para ler arquivos .x1s) e
read_x1lsx (para ler arquivos .x1sx):
® path: caminho até o arquivo.
® sheet: especifica a planilha do arquivo que sera lida.
® range: especifica uma area de uma planilha para leitura. Por
exemplo: B3:E15.
® col_names: Argumento légico com valor padrdo igual a
TRUE. Indica se a primeira linha tem o nome das variaveis.
® Para mais detalhes, consulte a documentacio oficial do
tidyverse: documentacdo de read_x1.


https://readxl.tidyverse.org

Regressao Linear Simples

Leitura de arquivos no formato x1lsx ou x1s:

mtcarros: conjunto de dados com 32 observacoes de 11 variavel,
entre elas: mpg (consumo de combustivel em milhas por galdo; wt
(peso em 1000 Ibs). Suponha que estamos interessados em
investigar a relacdo linear entre o peso (varidvel preditora) e o
consumo de combustivel dos automoéveis (varidvel resposta).

library (readxl)
library (tidyverse)

df mtcarros <- read xlsx("../dados/mtcarros.xlsx")



Regressao Linear Simples

Grafico de dispersao:

library (readxl)
library (tidyverse)

ggplot (data = df_mtcarros) +
geom_point (aes(x = wt, y = mpg)) +
labs(x = " (por 1000 1b)",

mo (milhas/galé&o)",

title = "Grafico de dispersdo entre peso do carro e o co

sumo de combustivel")




Regressao Linear Simples

Grafico de dispersao:

Gréfico de dispersdo entre peso do carro e o consumo de combustivel
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Regressao Linear Simples

Coeficiente de correlacao linear de Pearson:

O coeficiente de correlacdo linear de Pearson é uma medida
numérica da forca de associac3o linear entre duas variaveis
quantitativas.

Sejam x1,x2,...,x, n valores observados da variavel aleatéria
quantitativa X e sejam y1,y»,...,yn n valores observados da
variavel aleatéria quantitativa Y. A correlacao amostral, r, entre X
e Y é definida por

5 a6 = X)(vi = ¥) |
(- %2 Sy - )

(1)




Regressao Linear Simples

Coeficiente de correlacao linear de Pearson:

e O coeficiente de correlacdo linear é adimensional e é tal que
-1<r<1.

® Se r > 0, temos que as duas varidveis possuem uma relac3o
linear positiva.

® Se r < 0, temos que as duas varidveis possuem uma relacdo
linear negativa.

® Quando r = 0, temos uma auséncia de relacdo linear entre as
duas variaveis.



Regressao Linear Simples

Coeficiente de correlacao linear de Pearson:

cor (df_mtcarros$wt, df_mtcarros$mpqg)

## [1] -0.8676594



Modelo de Regressao Linear Simples

Seja:
® Y a varidvel resposta;
® yi,¥2,...,Yn nvalores observados da variavel resposta Y/;
® X a variavel preditora;
® x1,X2,...,Xn, N valores observados da variavel preditora.
As observacdes (x;,yi), i = 1,2,...,n sdo pares de valores

observados de (X, Y)



Modelo de Regressao Linear Simples

E muito pouco provavel que as coordenadas (x1, y1), ..., (Xn, ¥n)
fornecam exatamente uma linha reta: havera algum erro que deve
ser considerado na construcao do modelo. Assim, o modelo de
regressao linear simples é descrito por

yi = Bo + Bixi + €, (2)

onde [y € o intercepto, 81 é o pardmetro de inclinacdo e €; é o erro
aleatdrio do valor de y; com relacdo a reta By + [S1x;, para
i=1,2,...,n.

Bo e B1 sdo parametros (populacionais) desconhecidos que devem
ser estimados utilizando os métodos de estimacdo de Inferéncia
Estatistica.



Modelo de Regressao Linear Simples

llustracdo dos erros em regressao linear simples:

Variavel independente (y)

Variavel dependente (x)



Modelo de Regressao Linear Simples

Suposicées do modelo de regressao linear simples:

No modelo de regressao linear simples usual, os €;'s sdo variaveis
aleatdrias sujeitas as seguintes condicGes:

¢ O valor esperado de cada erro é zero: E(¢;) =0,i=1,...,n.
e Os erros t&m a mesma variancia: Var(e;) =02, i=1,...,n.

® QOs erros s3o nio correlacionados:
Cov(ej,ej) =0, i#j, i,j=1,2,...,n.



Modelo de Regressao Linear Simples

De uma maneira mais simples, podemos enunciar as suposicées do
modelo de regressdo linear simples como segue:

® linearidade: a variavel resposta Y tem uma relacdo
(aproximadamente) linear com a variavel preditora X.

® Homoscedasticidade: para cada valor de X, a distribuicdo dos
erros tem a mesma variancia. Isso significa dizer que o nivel de
erro no modelo é aproximadamente o mesmo independente do
valor da varidvel preditora.

® |ndependéncia dos erros: os erros nao devem ser
correlacionados. Idealmente, ndo deve ocorrer nenhum padrido
entre residuos consecutivos.

Por Gltimo, fazemos uma suposicio extra:

® Normalidade: os erros do modelo s3o normalmente distribuidos.



Estimacao

Os parametros 5y e 1 sdo desconhecidos e devem ser estimados
utilizando os dados amostrais observados.

O método de minimos quadrados (MMQ) é mais utilizado do que
qualquer outro procedimento de estimacdo em modelos de regressio
e fornece os estimadores de 3y e 1 tal que a soma de quadrados
das diferencas entre as observacdes y;'s e a linha reta ajustada seja
minima.

Assim, de todos os possiveis valores de By e (51, os estimadores de
minimos quadrados (EMQ) serdo aqueles que minimizam a soma de
quadrados dos erros, que é dada por

n

z": € = (vi— Bo— Bixi)*. (3)
i-1

i=1



Estimacao

Usando o MMQ), as estimativas de 3y e £1 s3o, respectivamente

Bo=y - Hx (4)

Z?Zl YiXi — n_)7 X (5)

> x,-2 — nx?

b=

ondey =13y, ex =137 sdo as médias amostrais dos
vi's e x;'s, respectivamente.



Estimacao

Reta ajustada (modelo ajustado):

Uma vez as estimativas de By e §1 tenham sido obtidas, teremos a
reta de regressao linear ajustada.

O modelo de regressao linear simples ajustado é
}I}i:BO+BIXi7i:17"'ana (6)

que é a estimativa pontual da média de Y; para um particular x;.



Estimacao

Reta ajustada (modelo ajustado):

No R, a funcdo mais comum para ajustar um modelo de regressio
linear simples é Im(). Os argumentos importantes para essa funcdo
sdo uma férmula de modelo e um data.frame que contém os dados.

A férmula é simbdlica.
fit <- lm(mpg ~ wt, data = df_mtcarros)



Estimacao

Reta ajustada (modelo ajustado):
fit

##

## Call:

## Im(formula = mpg ~ wt, data = df_mtcarros)
##

## Coefficients:

## (Intercept) wt

#4# 37.285 -5.344



Estimacao

Interpretacao dos parametros:

Para os dados do problema, a reta de regressio ajustada é

§; =37.285 —5.344x;, i =1,...,n. (7)

Mas, o que isso significa?

Isto é, como podemos interpretar essa reta ajustada?



Estimacao

Interpretacao dos parametros:

A inclinacdo de uma reta é a mudanca na varidvel y sobre a
mudanca na varidvel x. Se a mudanca na variavel x é um, entdo a
inclinac3o é interpretada como a mudanca em y para um
incremento de uma unidade em x. Essa mesma interpretacdo pode
ser aplicada ao pardmetro de inclinacdo da reta de regressao linear
simples ajustada. Assim, temos que:

® (37 representa o aumento estimado em Y para cada aumento
de uma unidade em X. Se o valor de 51 é negativo, entdo
temos um incremento negativo.

o ﬁAo ¢é o intercepto da linha de regressdo com o eixo-y. Entao,
quando X = 0 é um valor que faz sentido para os dados
estudados, 5y é a estimativa do valor de Y quando X = 0.



Estimacao

Interpretacao dos parametros:
Para os dados de peso e consumo de combustivel:

® para cada aumento de uma unidade no peso, temos uma
diminuic3o (incremento negativo) de -5.344, em média, no
consumo de combustivel.

® Se um carro com peso zero fizesse sentido, entdo a estimativa
do consumo médio de combustivel seria de 37.285.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Como determinamos se ha ou ndao uma relacdo linear
(estatisticamente significativa) entre a variavel resposta e a
variavel preditora?

Se a inclinacdo da reta de regress3o é positiva, entdo a relacdo linear
é positiva (se uma varidvel aumenta, a outra também aumenta).

Se a inclinacdo for negativa, entdo a relacdo linear é negativa (se
uma variavel aumenta, a outra diminui).

Se a inclinacdo é zero, ent3o enquanto uma variavel aumenta, a
outra permanece constante: isto é, nao ha uma relacdo preditiva.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Para verificar a auséncia de relacao preditiva entre X e Y, fazemos
um teste de hipéteses, conhecido como teste de significancia do
modelo:

H():Bl:O Vs. Hliﬂl#o. (8)

Podemos utilizar a Anélise de Varidncia (ANOVA) para testar a
significancia da regress3o.

A ANOVA ¢ baseada no particionamento da variabilidade total da
variavel resposta Y.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Particao da soma de quadrados do modelo:
Soma de quadrados das observacdes: 3" ;(y; — y)? = SQT.
Soma de quadrados dos residuos: >-7_;(y; — 9;)*> = SQR.

Soma de quadrados do modelo ou da regress3o:
S —¥)? = SQM.
Assim, simbolicamente podemos escrever a equac3o:

SQT = SQR + SQM.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Graus de liberdade:

A separacao dos graus de liberdade é determinado como segue.
A soma de quadrados total tem n — 1 graus de liberdade.

A soma de quadrados dos residuos tem n — 2 graus de liberdade.
A soma de quadrados do modelo tem 1 grau de liberdade.

Os graus de liberdade tem a propriedade de aditividade:
glr=glg +glyoun—1=n-2+1.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Teste F de significancia do modelo:

Podemos utilizar o teste F da ANOVA para testar a hipdtese
HO : 51 =0.

Considere a estatistica teste Fy definida por

_ SQM/glv  SQM/1 QMM

Fo= SQR/glk ~ SQR/(n—2) ~ QMR" )

Segue que Fy com (1,n-2) graus de liberdade: Fy ~ Fi n_o.

Portanto, para testar a hipdtese Hp : 51 = 0, calcula-se a estatistica
Fo e rejeita-se Hy se

Fo > Fa1,n—2. (10)



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Tabela ANOVA:

Em resumo, temos a tabela da ANOVA para testar a significancia
da regressao:

Fonte de  Soma de Graus de  Quadrado Fo
Variacdo Quadrados Liberdade Médio

Modelo SQM 1 QMM

Residuo SQR n—2 QMR
Total SQT n—1

QMM
QMR




Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Teste t de significancia do modelo:

Para o modelo de regressao linear simples, o teste F de significincia
do modelo é equivalentee a um teste t com estatistica teste

b
VOMR/S,,’

onde Six = 371 (x; —X)? e QMR é o quadrado médio dos residuos,
definido por

To= (11)

SQR ne?
n—2_ n—12 ' (12)

QMR =

A hipétese nula é rejeitada se | To| > t(g n-2) @ um nivel de
2

significancia o € (0, 1) pré-fixado.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

Usando p-valor para tomar decisao em testes de hipoteses:

O p-valor é o menor nivel de significincia para o qual rejeita-se Hy
com os dados observados.

Como decidir entre Hy e H; usando o p-valor do teste?
Usamos e interpretamos o p-valor do seguinte modo:

® Se o p-valor for grande, a amostra n3o fornece evidéncias
suficientes para rejeitar Hp, entao podemos decidir por Hp;

® Se o p-valor for pequeno, a amostra fornece evidéncias
suficientes para rejeitar Hp, entdo podemos decidir por Hj.

Assim, para para um teste de hipdteses com nivel de significancia
a € (0,1) pré-fixado, rejeitamos Hp se o p-valor do teste for menor
do que a.



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

llustracao de como decidir entre Hy e H; usando o p-valor do
teste:




Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

fit <- lm(mpg ~ wt, data = df_mtcarros)
fit _anova <- anova (fit)

fit_sumario <- summary (fit)



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

fit

##

## Call:

## Im(formula = mpg ~ wt, data = df_mtcarros)
4

## Coefficients:

## (Intercept) wt

## 37.285 -5.344



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

fit_anova

##
##
##
##
##
##
##
##

Analysis of Variance Table

Response: mpg

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
wt 1 847.73 847.73 91.375 1.294e-10 *x*x%
Residuals 30 278.32 9.28
Signif. codes: 0 "#%xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05



Teste de Hipdteses (Teste de
Significancia do Modelo)

fit_sumario

##

## Call:

## 1lm(formula = mpg ~ wt, data = df_mtcarros

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 30 Max

## -4.5432 -2.3647 -0.1252 1.4096 6.8727

##

## Coefficients:

#4# Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

## (Intercept) 37.2851 1.8776 19.858 < 2e-16 #*x
## wt —-5.3445 0.5591 -9.559 1.29e-10 x**
#H -

## Signif. codes: 0 'xx%' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 3.046 on 30 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.7528, Adjusted R-squared: 0.7446
## F-statistic: 91.38 on 1 and 30 DF, p-value: 1.294e-10



Estimacdo de o2

A estimativa de o® é necesséria para testar hip6teses e construir
estimativas intervalares associadas ao modelo de regressao.

Um estimador n3o viciado de o2 é

2 SR
6= "= = QMR. (13)



Intervalos de Confianca

Intervalos de confianca (1 — «)100% para os parametros:

® Para (31 o intervalo de confianca (1 — a)100% é dado por:

A QMR
,81 + t(%,nf2) S . (14)

® Para f3p o intervalo de confianca (1 — «)100% é dado por:

-2
Bo £ t(g’"_z)J QMR (i + ;fxx> (15)



Analise de Residuos e Diagnodstico
Analise de diagnéstico:

Antes de fazer inferéncia sobre os parametros, devemos verificar as
suposicoes do modelo. De fato, ndo devemos considerar e usar um
modelo ajustado antes de verificar as suposicdes do modelo. Essa
verificacdo das suposicées do modelo é feita por meio da Andlise de
Diagnéstico.

A Anilise de Diagnéstico de um modelo de regressdo compreende a
Analise de Residuos e o Diagnédstico de Influéncia, fornecendo
ferramentas para avaliar se 0 modelo ajustado estd em conformidade
com as suposicdes, verificar a presenca de observacoes discrepantes
e avaliar se um modelo representa adequadamente os dados em
estudo.

De uma maneira simplista, podemos dizer que a andlise de
diagnoéstico é a etapa da andlise que nos dird se o modelo
considerado é de fato um boa representacdo/descricdo da relacdo
entre as variaveis em estudo.



Analise de Residuos e Diagnodstico

Residuos:

A diferenca entre o valor observado y; e o valor ajustado
correspondente ¥; é um residuo. Matematicamente, o i—ésimo
residuo é

ei=yi—yi=yi—(Bo+bix), i=1,...,n (16)

Em geral, a maioria dos métodos de diagndstico em regressdo sdo
baseados, principalmente, no estudo dos residuos do modelo. Isso
porque os residuos podem ser vistos como realizacdes dos erros do
modelo. Assim, para checar as suposicdes para os erros de variancia
constante (homoscedasticidade), auséncia de correlacdo e
normalidade, devemos verificar se os residuos parecem com uma
amostra aleatéria de uma distribuicdo com essas propriedades.



Analise de Residuos e Diagnodstico
Residuos estudentizados:

A varidncia de cada residuo ¢, i =1,...,n
Var(e,-) = 02(1 — h,','), (17)

onde h;; sdo os elementos da diagonal principal da matriz Chapéu
H = X(X'X)71X’, sendo X a matriz de regressdo.
Temos que 0 < h;; < 1, pois hjj >0el— h;>0.

Um valor alto de hj; faz com que Var(e;) seja pequena e o valor
ajustado ¥; serd proximo de y;.

Os residuos estudentizados sdo dados por

€i

VOMR(1 — h;)’

ri =

i=1,....n. (18)



Analise de Residuos e Diagnodstico

Graficos para analise de residuos:

® Residuos contra valores ajustados: Util para verificar a
suposicdo de homoscedasticidade, para detectar outliers e para
verificar se a forma do modelo (linearidade) est correta.

® Residuos contra ordem de coleta dos dados: caso os dados
sejam coletados sequencialmente, esse grafico é util para
verificar a presenca de correlac3o serial nos residuos.

® Residuos contra varidveis explicativas (incluidas no modelo):
em regressdo linear simples, esse grafico tem a mesma utilidade
que o grafico de residuos contra os valores ajustados.



Analise de Residuos e Diagnodstico

Graficos para andlise de residuos:

® Residuos contra varidveis explicativas (ndo incluidas no
modelo): til para verificar se alguma covariavel que foi
omitida na anélise deve ser incluida no modelo.

¢ Grafico normal probabilistico (Q-Q norm): utilizado para
verificar a normalidade dos residuos.



Analise de Residuos e Diagnodstico

Graficos para andlise de residuos:

Em regressao linear simples, para os graficos dos residuos contra
preditos/ordem /covaridveis, o comportamento que indica que as
suposicdes do modelo s3o satisfeitas e que o ajuste é razoavel é a
auséncia de qualquer comportamento. Desta forma, esperamos que
os graficos mostrem os pontos dispostos horizontalmente em torno
de zero.

No caso do grafico normal probabilistico (Q-Q norm), o
comportamento que indica que as suposi¢cdes de normalidade é
satisfeita é os pontos dispersos segundo uma reta identidade
crescente.



Analise de Residuos e Diagnodstico

Graficos para analise de residuos: padrao satisfatorio.

Grélico de residuos padré satisfatério

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Figura 1: Grafico de residuos:padrio satisfatério



Analise de Residuos e Diagnodstico

Graficos para analise de residuos: padrao satisfatério do
grafico normal probabilistico.

‘Gralico quanii-quanti normal: padao satisatdrio

Figura 2: Gréafico quantil-quantil normal: padrdo satisfatério
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Graficos para analise de residuos: padroes que indicam
violacOes das suposicoes do modelo.

Usualmente, a presenca de um padr3o nesses graficos pode ser um
indicativo de violacdo das suposicdes do modelo.

Violagéo: homoscedasticidade Violagéo: linearidade Proema: o de calculo

g
&

Preditos Preditos prsin
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Graficos para analise de residuos: padroes que indicam
violacOes das suposicoes do modelo.

Violagao: homoscedasticidade Vilagao:indspendeéncio

Residuos Estudentizados
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Alguns comentarios sobre as consequéncias das violacoes das
suposicoes do modelo:

Quando as suposicoes sobre os erros sdo violadas, os estimadores de
minimos quadrados ja n3o estimadores 6timos e os intervalos de
confianca e testes de hipSteses para os pardmetros (construidos sob
essa suposicdo) n3o sdo apropriados.

Se as suposicdes do modelo s3o violadas, serd necessario fazer
alguns ajustes no modelo ou nos dados. Por exemplo, podemos
considerar a inclusdo (ou exclusdo) de varidveis preditoras no
modelo; podemos considerar outro método de estimacdo dos
pardmetros; podemos considerar transformar os dados (variavel
resposta e/ou varidvel preditora). E podemos, ainda, considerar um
modelo diferente para o problema.
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Diagnéstico de influéncia:

A anélise visual dos residuos possibilita a identificacdo de
observacGes outliers, que sao observacdes discrepantes ou incomuns.

Uma observacdo outlier pode ou n3o ser influente. Observacées
influentes s3o aquelas que, de acordo com varios critérios, aparecem
exercendo forte impacto no modelo ajustado.

Uma vez decido que um ponto é outlier, devemos prosseguir com o
diagnéstico de influéncia no sentido de verificar se o ponto outlier é
influente no ajuste do modelo.
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Diagnéstico de influéncia:

Um ponto influente é aquele cuja remocdo do conjunto de dados
poderia causar uma grande mudanca no ajuste, sendo que a
influéncia pode ocorrer diretamente no ajuste do modelo ou na
estimac3o dos parametros.

Desta maneira, a maioria das métricas de diagndstico de influéncia
(que n3o discutiremos aqui nesse momento) sdo baseadas no
principio de delecdo de casos e comparam o que acontece com o
ajuste do modelo (ou com a estimacdo dos pardmetros) na presenca
e na auséncia de uma dada observacao.
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Diagnoéstico de influéncia: outliers em X.

A determinacao de pontos que sdo outliers em X é baseada no
estudo das alavancagem das observacées hj;, que sao os elementos
da diagonal principal da matriz Chapéu H = X(X'X)™1X’, onde X
é a matriz de regress3o.

’ ~
A alavancagem h;; = x;(X'X)"1x; de uma observacio mede a
distancia das covariaveis com relacdo as médias de todos os valores
das covariaveis. Como 0 < h;; < 1, um valor alto de h;; fazem com
que Var(e;) seja pequena e o valor ajustado Y; serd préximo de Y;
indicando a influéncia.

Na pratica, um caso pode ser considerado outlier se sua
alavancagem for maior do que 2(p + 1)/n.
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Diagnostico de influéncia: outlier em Y.

A forma mais simples de deteccdo de observacoes outliers em Y é
através dos residuos. Um valor de residuo grande é indicativo de
outlier em Y, mas um valor de residuo pequeno ndo é indicativo de
auséncia de outliers.
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Diagnéstico de influéncia no ajuste:

Para verificar se uma observacdo é influente no ajuste, podemos
considerar a métrica

Vi = i

\/ QMR(i)hii’

onde J;) € o valor predito considerando o modelo sem a i-ésima
observacao e QI\/IR(,-) é 0 QMR considerando o modelo sem a
i-ésima observacao.

DFFITS ;) =

Para amostras de tamanho pequeno, dizemos que um ponto outlier
é influente se |[DFFITS(jy| > 1.

Para amostras de tamanho moderado ou grande, um ponto outlier é

influente se |DFFITS;)| > 2\/(p +1)/n.

Na pratica, para qualquer tamanho amostral, podemos considerar
que uma observacdo ¢ influente se [DFFITS(;| > 2.
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Diagnéstico de influéncia na estimacao:

Para verificar se uma observacdo ¢é influente na estimacdo dos
pardmetros, podemos considerar a métrica

Bi = By
1/Q/W:"?(;)ij

onde ¢j; é o j-ésimo elemento da diagonal de (X'X)~1.

DFBETA; ;) =

Para amostras de tamanho moderado ou grande, um ponto outlier é

influente se [DFBETA; ;)| > 2+/(p +1)/n.

Na pratica, para qualquer tamanho amostral, podemos considerar
que uma observacdo ¢ influente se |[DFBETA; (| > 2.
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Diagnostico de influéncia na estimacao:
A distancia de Cook mede a influéncia da i-ésima observacdo nos
coeficientes da regressao simultaneamente.

~
i

(B = Bu)) (X X)HB=Buy) (Y = Vi) (XX)THY = V)

Di = pQMR - pQMR

Para obter os valores de D; sem que seja necessario ajustar o
modelo sem cada uma das observacdes fazemos

6-2 h,‘,‘

_ ]

D= 1) QMR (1= )2

Uma observacdo é considerada influente se D; > F;;f‘nfpfl.

Na prética, uma observacdo é considerada influente se D; > 1 ou
D; > 4/n.



Modelo de Regressao Linear Simples

library (tidymodels)

df_fit_resid <- augment (fit)

glimpse (df_fit_resid)

## Rows: 32
#4# Columns: 8

## S mpg <dbl>
## S wt <dbl>
## $ .fitted <dbl>
## $ .resid <dbl>
## $ .hat <dbl>
## $ .sigma <dbl>
## $ .cooksd <dbl>
## $ .std.resid <dbl>

21.0, 21.0, 22.8, 21.4, 18.7,
2.620, 2.875, 2.320, 3.215, 3
23.282611, 21.919770, 24.8859
-2.2826106, -0.9197704, -2.08
0.04326896, 0.03519677, 0.058
3.067494, 3.093068, 3.072127,
1.327407e-02, 1.723963e-03, 1
-0.76616765, -0.30743051, -0.



ggplot (data = df_fit_resid) +
geom_point (aes(x = .fitted, y = .resid)) +
geom_hline (yintercept = 0) +

labs (x = "Valores ajustados", y = "Residuos",
title = "Grafico de residuos contra valores ajustados")

Gréfico de residuos contra valores ajustados

Residuos

Valores austados.



ggplot (data = df_fit_resid, aes(sample = .std.resid)) +
stat_qq band () +
stat_qq line () +
stat_gq point () +
labs (x = "Quantis tedricos", y = "Quantis amostrais",
title = "Grafico quantil-quantil normal")

Grélico quanti-quanti normal

Quants amostrais

Quants tedricos



#teste de normalidade dos residuos
#HO: normalidade
#H1: ndo normalidade

shapiro.test (fit$residuals)

#4

## Shapiro-Wilk normality test
#4

## data: fitSresiduals

## W = 0.94508, p-value = 0.1044



#teste de homoscedasticidade dos residuos

#HO: residuos homoscedasticos
#H1: residuos heterosceddasticos

library (lmtest)
bptest (fit)

#4

## studentized Breusch-Pagan test
#4

## data: fit

## BP = 0.040438, df = 1, p-value

0.8406



#teste de correlagdo serial lag 1
#H0: correlacionados
#H1: ndo correlacionados

dwtest (fit)

##

## Durbin-Watson test
##

## data: fit
## DW = 1.2517, p-value = 0.0102
## alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than 0



#influéncia em X - alavancagens
#limite <- 2 % (p + 1) / n

#p = nro de covaridveis

#n = tamanho amostral

limite <- 2 %= (1 + 1) / nrow(df_mtcarros)

ggplot (data = df_fit_resid) +
geom_point (aes (x = seq along(.resid), y =
geom_hline (yintercept = limite) +
labs (x = "Observagao", y = "Alavancagens",

title = "Grafico de alavancagens: influéncia em X.")

.hat))

+



Grafico de alavancagens: influéncia em X.

Alavancagens
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#influéncia no ajuste — DFFITS em mddulo
#limite <- 2 % sqrt((p + 1) / n)

#limite <- 2

#p = nro de covaridveis

#n = tamanho amostral

limite <- 2 % sqrt((l1 + 1) / nrow(df_mtcarros))

df_fit_resid <- df_fit_resid |>
mutate (.dffits = dffits(fit))

ggplot (data = df_fit_resid) +
geom_point (aes (x = seq_along(.dffits),

y = abs(.dffits))) +
geom_hline (yintercept = limite) +
labs (x = "Observagao", y = "|DFFITS|",

title = "Grafico de DFFITS absoluto: influéncia no ajuste.")



IDFFITS|

Grafico de DFFITS absoluto: influéncia no ajuste.

Observagdo



#influéncia nos pardmetros — DFBETAS em mdédulo
#limite <— 2 % sqrt((p + 1) / n)

#limite <—- 2

#p = nro de covaridveis

#n = tamanho amostral

limite <- 2 % sqgrt((1 + 1) / nrow(df_mtcarros))
dfbetas <- as_tibble (dfbeta (fit))
dfbetas <- dfbetas |>

rename (intercepto = "~ (Intercept) ")

ggplot (data = dfbetas) +
geom_point (aes (x = seq _along(intercepto),

y = abs(intercepto))) +
geom_hline (yintercept = limite) +
labs (x = "Observacéao", y = "|DEFBETAS|",

title = "Grafico de DFBETAS para o intercepto.")



Grafico de DFBETAS para o intercepto.

|DFBETAS|

Observagdo



#influéncia nos pardmetros — DFBETAS em mdédulo
#limite <— 2 % sqrt((p + 1) / n)

#limite <—- 2

#p = nro de covaridveis

#n = tamanho amostral

limite <- 2 % sqgrt((1 + 1) / nrow(df_mtcarros))

dfbetas <- as_tibble (dfbeta (fit))
dfbetas <- dfbetas |>
rename (intercepto = "~ (Intercept) ")

ggplot (data = dfbetas) +
geom_point (aes (x = seq _along(wt),
y = abs(wt))) +
geom_hline(yintercept = limite) +
labs (x = "Observacéao", y = "|DEFBETAS|",
title = "Grafico de DFBETAS para a inclinacao.")



|DFBETAS|

Grafico de DFBETAS para a inclinagao.
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#influéncia nos pardmetros - distdncia de Cook
#limite <- 1

#limite <- 4 / n

#n = tamanho amostral

limite <- 4 / nrow(df_mtcarros)

ggplot (data = df_fit_resid) +
geom_point (aes (x = seq_along(.cooksd),

y = .cooksd)) +
geom_hline (yintercept = limite) +
labs (x = "Observacao",
y = "Distéamcia de Cook",

title = "Grafico da disténcia de Cook: influéncia nos pardmetros.")



Distamcia de Cook
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library (olsrr)

ols_plot_dfbetas (fit)

pageLof1
Influence Diagnostics for (Intercept)

Threshold: 035
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ols_plot_cooksd_chart (fit)

Cooks D Chart
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#inferéncia
fit_anova <- anova (fit)

fit_sumario <- summary (fit)
ic_parametros <- confint (fit)

wt_novo <- tibble(wt = ¢ (2, 4.5))
predicao <- predict (fit, wt_novo)



#inferéncia

glance (fit)

## # A tibble: 1 x 12

#4# r.squared adj.r.squared sigma statistic p.value df
## <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 0.753 0.745 3.05 91.4 1.29%e-10 1

#H#

# i 3 more variables:

deviance <dbl>,

df.residual <int>,

logLik AIC

BIC

<dbl> <dbl> <dbl>

-80.0 166.
nobs <int>

170.



#inferéncia
tidy (fit)

##
##
##
##
##

# A tibble: 2 x 5

term

<chr>
1 (Intercept)
2 wt

estimate std.error statistic p.value

<dbl>
37.3
-5.34

<dbl>
1.88
0.559

<dbl> <dbl>
19.9 8.24e-19
-9.56 1.29%9e-10



#inferéncia
tidy (fit_anova)

## # A tibble: 2 x 6

## term df sumsg meansqg statistic p.value
## <chr> <int> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 wt 1 848. 848. 91.4 1.29%9e-10

## 2 Residuals 30 278. 9.28 NA NA



#grafico de dispersdo com reta ajustada
ggplot (mtcars, aes(x = wt, y = mpg)) +
geom_point () +

stat_smooth (method = "Im", col = "red") +
stat_regline_equation(label.x.npc = "center") +
labs (x = "Peso (por 1000 1b)™",

y = "Consumo (milhas/galéo)",

title = "Reta ajustada")

y=31-53x

Consumo (nihasigaio)

Pesa (por 1000 1)



